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Re´sume´ :
Nous avons cherche´ dans ce travail a` mode´liser la propagation d’une fissure dans un mate´riau duc-
tile endommageable. Le comportement du mate´riau est de´crit via une loi de type Gurson prenant en
compte les effets combine´s de l’e´crouissage, de l’adoucissement thermique, de la viscoplasticite´ et de
l’endommagement par croissance de vides. Nous avons retenu la me´thode des e´le´ments finis e´tendu
(X-FEM) pour mode´liser la fissure et sa propagation. Une me´thode de propagation est propose´e pour
coupler le comportement fortement non line´aire du mate´riau et la X-FEM. Conside´rant quelques sim-
plifications, le travail pre´sente´ reproduit la propagation d’une fissure en 2D re´sultant de la croissance
de vides induits par endommagement ductile dans une plaque (cas des de´formations planes).
Abstract :
The present work is devoted to the numerical simulation of crack propagation in engineering materials
whose failure results from void initiation, growth and coalescence. We have considered a plate (case
of planes strain) submitted to Mode I loading. The behavior of the plate material is described via a
Gurson type model [1] [3] accounting for the combined effects of strain hardening, thermal softening,
viscoplasticity and void growth induced damage. The eXtended Finite Element Method [2] has been
retained to describe the kinematic consequences of the crack propagation across the mesh. A propagation
method is proposed to couple the X-FEM and the behaviour of the material. While making some
simplifications, the present work reproduces numerically the 2D propagation of a crack resulting from
void growth induced damage.
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1 Introduction
L’objectif de ce travail est la simulation nume´rique de la propagation d’une fissure dans un mate´riau
dont la rupture re´sulte de la cre´ation, de la croissance et de la coalescence de vides. Le comportement
du mate´riau est de´crit via un loi de type Gurson [2] et modifie´ par Tvergaard et Needleman [7] et
Longe`re et al [5] qui prend en compte les effets combine´s de l’e´crouissage, de l’adoucissement thermique,
de la viscoplasticite´ et de la croissance de cavite´s. Le traitement nume´rique de la propagation d’une
fissure dans une structure n’est pas trivial. Re´cemment, des me´thodes base´es sur l’enrichissement de la
cine´matique des e´le´ments finis ont e´merge´s et permettent de rendre compte de la pre´sence d’une fissure
dans la structure. Une de ces me´thodes, la me´thode X-FEM a ainsi e´te´ retenue dans cette e´tude pour
de´crire la pre´sence d’une fissure et de sa propagation au sein d’une plaque. Afin de coupler la me´thode
X-FEM avec le comportement fortement non line´aire du mate´riau, un crite`re de propagation base´ sur
l’e´nergie stocke´e en pointe de fissure a e´te´ utilise´. Le comportement du mate´riau est re´sume´ dans la
Sect.2. La me´thode des e´le´ments finis enrichis adapte´e a` notre e´tude est de´crite dans la Sect.3. Le
couplage de la X-FEM et du comportement du mate´riau est pre´sente´ dans la Sect.4. Une application
de l’approche pre´sente´e est re´alise´e et commente´e dans la Sect.5.
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2 Comportement ductile endommageable
Pour reproduire le processus d’endommagement ductile qui me`ne a` rupture, le comportement du
mate´riau est de´crit via un mode`le de type Gurson, enrichi par Tvergaard et Needleman. Longe`re
et al [5] ont introduit dans le mode`le de GTN une contrainte cine´matique permettant de de´crire la
croissance de l’endommagement lorsque le mate´riau est soumis a` du cisaillement :
ΦGTN = (
σeq
σy
)2 + 2q1f cosh(−3
2
q2
pm + pr
σy
)− (1 + q3f2) = 0 (1)
avec σeq la contrainte e´quivalente, pm le pression, σy la contrainte d’e´coulement, f la fraction volumique
des vides, pr la pression cine´matique et (q1, q2, q3) des constantes. La contrainte d’e´coulement σy prend
en compte les effets combine´s de l’e´crouissage, de l’adoucissement thermique et de la vicoplasticite´ :
σy(κ, κ˙, T ) = σy(κ, T ) + σvp(κ˙, T ) (2)
avec κ la de´formation plastique cumule´e, κ˙ la vitesse de la de´formation plastique cumule´e et T la
tempe´rature absolue.
3 X-FEM
3.1 Principe
La me´thode des e´le´ments finis e´tendus a e´te´ retenue afin de repre´senter les conse´quences cine´matiques
de la pre´sence de la fissure au sein du maillage ainsi que sa propagation. La X-FEM est base´e sur
l’enrichissement du champ de de´placement classique. Le champ de de´placement est alors de´fini par :
u(x, t) =
∑
i∈I
ui(t)Ni(x) +
∑
j∈J
bj(t)Nj(x)H(x) +
∑
k∈K
Nk(x)
( 4∑
l=1
clk(t)Fl(x)
)
(3)
ou` ui(t) repre´sente les degre´s de liberte´ re´guliers du noeud i, bj(t) repre´sente les degre´s de liberte´
du noeud j en rapport avec la discontinuite´ et clk(t) les degre´s de liberte´ du noeud k en rapport
avec le champ singulier en pointe de fissure. Ni(x) repre´sente les fonctions de forme, Fl(x) sont les
quatre fonctions singulie`res et H(x) la fonction ge´ne´ralise´e de Heaviside. L’ensemble des noeuds du
maillage est note´ I, l’ensemble des noeuds appartenant aux e´le´ments entie`rement coupe´s est note´ J
et l’ensemble des noeuds appartenant a` l’e´le´ment contenant la pointe de la fissure est note´ K.
3.2 Approche adopte´e
Fonctions singulie`res
Pour des cas 2D impliquant un comportement mate´riau e´lastique fragile, les fonctions singulie`res
Fl(x) peuvent eˆtre de´termine´es analytiquement. Pour les mate´riaux pre´sentant des lois de comporte-
ment fortement non line´aires, il est quasiment impossible de donner une expression analytique de ces
fonctions singulie`res. Une pre´-e´tude nume´rique permet dans certains cas de les approximer. Cependant,
pour le mate´riau e´tudie´, ou` l’on retrouve de l’e´crouissage, de l’adoucissement thermique, de la visco-
plasticite´ ainsi que de l’endommagement, les expressions des fonctions singulie`res sont extreˆmement
complexes. Dans ce travail, les fonctions singulie`res ne seront pas prises en compte. En l’absence de
celle-ci, le champ de de´placement se re´duit a` :
u(x, t) =
∑
i∈I
ui(t)Ni(x) +
∑
j∈J
bj(t)Nj(x)H(x) (4)
Pour s’assurer que les enrichissements disparaˆıtront dans les e´le´ments non coupe´s par la fissure, voir [8],
le champ de de´placement prend la forme :
u(x, t) =
∑
i∈I
ui(t)Ni(x) +
∑
j∈J
bj(t)Nj(x)(H(x)−H(j)) (5)
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ou` H(j) correspond a` la valeur de la fonction de Heaviside ge´ne´ralise´e au noeud j.
Inte´gration nume´rique
Dans notre cas d’e´tude, la me´thode originale d’inte´gration consistant a` subdiviser l’e´le´ment fini coupe´
par la fissure en sous-triangles pose proble`me. En effet, l’histoire des variables d’e´tat est importante
et la projection d’un point de Gauss a` un autre n’est pas triviale. Pour cette raison, la technique
consistant a` augmenter significativement le nombre de points d’inte´gration [1] de l’e´le´ment fini coupe´
a e´te´ pre´fe´re´e dans notre e´tude. Nous utilisons donc 64 points d’inte´gration dans tout les e´le´ments
enrichis du maillage.
4 Me´thode de propagation
Le processus physique de la cre´ation d’une fissure est tre`s complexe, en particulier la transition entre
la coalescence des vides et l’apparition d’une fissure. Nous allons donc conside´rer que la transition en
question est instantane´e. Afin de diminuer la de´pendance a` la taille de maille, nous avons adopte´ un
crite`re de transition endommagement-fissure base´ sur l’e´nergie stocke´e, moyenne´e au sein d’un patch
situe´ en pointe de fissure. Cette me´thode du patch a notamment e´te´ utilise´e par Haboussa et al [3]
avec un crite`re base´ sur une contrainte e´quivalente moyenne´e.
4.1 Crite`re de propagation
L’e´tat du mate´riau est suppose´ eˆtre bien de´crit via l’e´nergie libre d’Helmholtz ω(e∼ , κ, T ) ou` 
e
∼
repre´sente le tenseur des de´formations e´lastiques. L’e´nergie libre d’Helmholtz se de´compose en une
partie re´versible et une partie stocke´e, note´es respectivement ωr(
e
∼ ) et ωs(κ, T ) :
ω(e∼ , κ, T ) = ωr(
e
∼ ) + ωs(κ, T ) (6)
Reprenant le comportement du mate´riau re´sume´ dans la Sect.2, les deux contributions de l’e´nergie
libre d’Helmholtz s’expriment comme :
ωr(
e
∼ ) =
1
2
e∼ : C∼∼
: e∼ (7)
ωs(κ, T ) = h(κ)g(T ) (8)
ou` h(κ) repre´sente l’e´nergie stocke´e d’un point de vue isotherme et g(T ) la fonction d’adoucissement
thermique. D’un point de vue incre´mental, la valeur de l’e´nergie stocke´e a` l’e´tape(n+1) est de´duite de
sa valeur a` l’e´tape (n) via
ωn+1s = ω
n
s + ∆ωs (9)
∆ωs =
∂ωs
∂κ
∆κ+
∂ωs
∂T
∆T = h′(κ)g(T )∆κ+ h(κ)g′(T )∆T (10)
Cette quantite´ est alors moyenne´e au sein d’un patch contenant un ensemble d’e´le´ments finis nomme´ p
(conforme´ment a` Eq.(11)), situe´ au niveau de la pointe de la fissure et dans la direction de propagation :
Wpatch =
1
A
p∑
i=1
ωisA
i (11)
A =
p∑
i=1
Ai (12)
ou` A repre´sente l’aire du patch. En gardant constante l’aire du patch pour diffe´rentes tailles de mailles,
cela` permet de diminuer l’influence de la taille du maillage au niveau des re´sultats nume´riques. Le
principe est illustre´ sur la Fig.1. La fissure se propage si
F (Wpatch) = 1− Wc
Wpatch
> 0 (13)
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Patch pour critère de propagation
Angle de propagation θc 
Figure 1 – Forme du patch utilise´ pour l’e´valuation du crite`re de propagation de la fissure
4.2 Vitesse de propagation
La vitesse de propagation de la fissure est estime´e en utilisant l’expression de´veloppe´e par [4] et adapte´e
a` la pre´sente approche :
a˙ = CrF (Wpatch) = Cr(1− Wc
Wpatch
) (14)
ou` a˙ repre´sente la vitesse d’avance´e de la fissure et Cr la vitesse des ondes de Rayleigh dans le mate´riau.
Selon l’e´quation 14, la vitesse de propagation a˙ tend vers Cr quand Wpatch tend vers l’infini.
4.3 Direction de propagation de la fissure
L’identification de la direction de propagation de la fissure constitue un autre challenge dans le trai-
tement nume´rique de la propagation d’une fissure, en particulier en pre´sence d’un mate´riau e´lastique-
(visco)plastique. Dans une premie`re approche, nous nous sommes base´s sur les travaux d’Haboussa et
al. [3], ou` les auteurs utilisent un crite`re base´ sur la me´canique de la rupture. La pre´sence d’endomma-
gement pre`s de la pointe de la fissure provoque une chute des contraintes. Une autre approche consiste
a` se baser sur le champ des de´formations plastiques pre`s de la pointe de fissure afin d’identifier une
direction dans laquelle va se propager la fissure. La direction de propagation est alors de´finie par
θc = 2arctan
1
4
p22
p12
− sign(p12)
√
8 +
(
p22
p12
)2 (15)
5 Application
Afin d’e´valuer la faisabilite´ de notre approche, nous avons conside´re´ le cas d’une plaque 2D (de´formations
planes) pre´-entaille´e soumise a` un chargement de type Mode I, voir Fig.2. La formulation X-FEM
pre´sente´e Sect.3 et le comportement du mate´riau pre´sente´ Sect.2., ont e´te´ implante´s dans le code de
calcul par e´le´ments finis Abaqus via des routines utilisateurs. Pour des raisons de confidentialite´, les
valeurs des constantes du mate´riau ne sont pas donne´es. Les noeuds de la surface supe´rieure de la
plaque sont soumis a` une vitesse de chargement constante de 1m/s.
0.1m
0.1m
U(t)
ﬁssure (0.02m)
Figure 2 – Application a` une plaque pre´-entaille´e soumise a` un chargement en tension
4
21e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Bordeaux, 26 au 30 aouˆt 2013
5.1 Traction sans propagation de la fissure
Dans un premier temps, nous allons e´tudier le chargement de la plaque sans activer la propagation.
L’e´volution de l’e´nergie stocke´e Wpatch dans le patch (voir Eq.11) avec un rayon de 6.25mm et un
angle de 0◦ ainsi que de la porosite´ dans l’e´le´ment contenant le pointe de la fissure pour trois diffe´rents
maillages (le maillage 3 est le plus fin et le maillage 1 est le plus grossier) est trace´e sur la Fig.3.
Conside´rant la Fig.3 on peut observer une diminution de l’influence de la taille de maille en utilisant
le crite`re base´ sur l’e´nergie stocke´e en pointe de fissure compare´ a` la porosite´ pre´sente dans l’e´le´ment
contenant la pointe de la fissure. Ce phe´nome`ne de concentration de la porosite´ pre`s de la pointe de
la fissure est souvent observe´ dans le cadre d’un comportement prenant en compte l’endommagement
et pose un re´el proble`me lorsqu’une porosite´ critique est utilise´e comme crite`re de propagation.
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Figure 3 – Comparaison de l’e´volution de a) Wpatch et de b) la porosite´ en pointe de fissure durant
l’essai pour un angle de 0◦ et un rayon de patch de 6.25mm
5.2 Traction avec propagation de la fissure
La me´thode pre´sente´e Sect.4 qui permet de propager la fissure, necessite deux parame`tres (Wc le
crite`re de propagation et le rayon du patch). Ces deux quantite´s doivent eˆtre de´finies au moyen d’une
campagne expe´rimentale. Dans une premie`re approche, pour e´valuer la faisabilite´ de notre mode`le
nume´rique, nous choisissons des valeurs arbitraires. Ainsi le rayon du patch est de 6.25mm et Wc est
e´gale a` 4.106 J.m−3. La force de re´action avec et sans propagation est alors trace´e sur la Fig.4 (a).
D’apre`s la Fig.4 (a), on peut observer que la propagation de la fissure provoque une chute de la force de
re´action, comme attendue. L’e´volution de l’e´nergie stocke´e dans le patch est pre´sente´e sur la Fig.4 (b).
D’apre`s la Fig.4 (b), Wpatch augmente avec l’augmentation du de´placement de l’areˆte supe´rieure de
la plaque, atteint Wc, de´passe Wc, puis chute brutalement en-dessous de Wc. Par la suite, ce sce´nario
se re´pe`te. Cette e´volution en dents de scies s’explique par le fait que le nouvel incre´ment de fissure doit
eˆtre suffisament important pour couper entie`rement l’e´le´ment qui contenait l’ancien fond de fissure.
Le raffinement du maillage permettra de re´duire ces fluctuations dans l’e´volution de Wpatch. On peut
enfin noter que la premie`re chute dans l’e´volution de Wpatch est largment plus importante que les
suivantes qui sont du meˆme ordre de grandeur. Lors de la premie`re propagation, le pas de temps e´tant
important, la fissure se propage au travers de trois e´le´ments. Par la suite du calcul, le pas de temps
du calcul est moindre et la fissure se propage e´le´ment par e´le´ment.
6 Conclusion
Ce travail est de´die´ au traitement nume´rique de la propagation d’une fissure dans un mate´riau dont la
rupture re´sulte de l’amorc¸age, de la croissance et de la coalescence des vides. Notre approche nume´rique
couple un mate´riau ayant un comportement de type Gurson [2] [7] [5] avec la me´thode des e´le´ments
finis e´tendus [6] pour reproduire la propagation d’une fissure dans une structure 2D pre´-entaille´e
soumise a` un chargement de type Mode I. Le crite`re de propagation est base´ sur l’e´nergie stocke´e
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Figure 4 – a) Evolution de la force de re´action avec et sans propagation et b) Ecolution de Wpatch
durant la propagation
dans un patch situe´ pre`s de la pointe de la fissure. Ce crite`re base´ sur un patch permet d’atte´nuer
la de´pendance au maillage observe´e en re´gime adoucissant. Dans une premie`re approche, la direction
de propagation est de´duite du champ des de´formations plastiques pre`s de la pointe de la fissure. Les
premie`res simulations donnent des re´sultats encourageants. Une campagne expe´rimentale devra eˆtre
mene´e afin de de´finir les quantite´s ne´cessaires dans notre me´thode de propagation a` savoir la valeur
de Wc en fonction d’une taille de patch choisie arbitrairement.
Ce travail a e´te´ cofinance´ par la DGA dans le cadre de la Convention 2010 60 074.
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